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Analisis Matematico III.
Examen Integrador. Segunda fecha. 18 de febrero de 2022.

Justificar claramente todas las respuestas. La aprobacion del examen requiere la co-
rrecta resolucion de 3 (tres) ejercicios

Ejercicio 1. Determinar todos los valores ¢ € R, para los que la integral impropia
(e.)

/ _COSTSORT dx converge. Calcular su valor en el caso ¢ = 1.
Bz —2)2+c¢

—0o0

Ejercicio 2. Considerar la distribucion de temperatura en estado estacionario en una
placa plana y homogénea ubicada en la regién D = {(z,y) € R? : 22 +y*< 1,2 >0}
sabiendo que, la temperatura es igual a 1 sobre la parte de la frontera coincidente con
la circunferencia y es igual a cero sobre la parte correspondiente al segmento vertical.
Describir el sistema matemético que lo modela y representar graficamente. Hallar la
temperatura en el interior de la placa y explicar porqué alli 0 < u(z,y) < 1.

[e.e]

Ejercicio 3. Sabiendo que Z a, cos (nmx) es el desarrollo trigonométrico de Fourier
n=0
en [—1,1] de
rsen (3mz)+3 si |z[<1/2
fo) = ,

rsen (2rx)+2 si 1/2< |z|<1

calcular ay, Zan, Z(—l)”an y Z(—l)”agn. . Es la serie Zan cos (nmz) unifor-
n=0 n=0 n=0

= n=0
memente convergente en la recta real?

Ejercicio 4. Resolver:

Uz = U+ g() —o<r<4oo, t>0

u(z,0)= —00 < <400

(22+41)2
introduciendo sobre ¢ las hipdtesis necesarias. Indicar, si corresponde, toda condicién
adicional supuesta sobre la funcién incégnita.

Ejercicio 5. Resolver para t > 0, usando transformada de Laplace:

{ o' (t)=3x(t)+4y(t)+cost
y(t)=2(t)=3y(t)+(H * Hi)(t)

con condiciones iniciales nulas, siendo H la funcién de Heaviside y Hy(t) = H(t — 1).
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RESOLUCION
1. Determinar todos los valores c € R, para los cuales la integral impropia j (x;sts)en(x)dx converge.
X +c

Calcular su valor en el caso ¢ = 1.

Resolucion: Para ¢ > 0, la integral j Ma’ jﬂdx es absolutamente convergente,

2 (Bx-2) +c  (3x-2)+c¢
, . ) . | sen(2x) | 1 , )

como puede verse facilmente mediante la acotacion < ; obsérvese que la integral

|(3x—2)2 +c| (Bx—=2)Y+c

T dx . T dx ., .
j ————— converge, por ser convergente la integral j —— (prestar atencion al extremo inferior de
c(3x—=2)*+c¢ g

> (3x-2)
esta ultima integral).

Nos queda por ver el caso ¢ = 0: j %yg _Ly J‘ (;e”(z?;)
x— J (Bx-

2 . . o
se anula en x :5. Por lo tanto, para separar los problemas de convergencia, consideremos la siguiente

dx . Aqui, el denominador del integrando

particion de la recta:

)| 11 11T

L | |

| | |
2 2
——r = “+r
3 3

Es decir:
I Vi
> I

T sen(2x) _[r sen(2x) 3-[ sen(2x) dx+T sen(2x) e
Va2 ™= V™ ) ey J Gx-2y

—r
3

Las integrales / y III son absolutamente convergentes, como puede verse facilmente con la acotacion
| sen(2x) | < 1
I3x-2)*|” (3x-2)

. Para estudiar la convergencia de la integral // podemos utilizar el desarrollo centrado
en —:

sen(2x) = sen(3) +2cos(3)(x —3) — 2775@11(%)@ 2)? - —3005( Hx-2) +..

Por lo tanto, para todo x # %:



f(x) h(x)
4 4 2 3
sen(2x)2 _ sen(2x)2 _ sen(3)2 N 2cos(3) N —2—sen(§)+2—cos(§)(x—%)+...
(Bx—=2)" 9(x-32) IA(x-2)" 9(x-3) 219 39

La funcién % es continua en toda la recta y por lo tanto es integrable en el intervalo [£—7,%+7]. Pero la

funcion f no es integrable en dicho intervalo, como puede verse facilmente considerando la primitiva
sen(¥) 2cos(%

py = o) 2005()
9(x—3) 9

1n(|x — %|) y verificando que no existe el limite doble de

24r

j f(x)dx + j f)dx=FE-8)-FG-r)+FC+r)-F(E+s)=

2, 2+s

sen( ) 2cos ( ) sen( ) 2cos( )

_ sen(3) +2cos(§) In(8) - sen(3) 200s( )
96 9 or

In(r) — In(r) + In(¢)

Cuando 6——0" y e——0". Obsérvese que tampoco existe el limite para 6 =&——>0", es decir: f
tampoco es integrable en el sentido del valor principal

Resumiendo: 1a integral j % j %}C converge absolutamente si ¢ > 0, y diverge
2 (Bx-2) +c RS +c

en todo sentido si ¢ = 0.

¢ cos(x)sen(x) h— lT sen(2x)

Cdlculo de I > > x
2 (Bx=-2)"+1 27 Bx-2)" +1

Se trata de una tipica integral calculable mediante los métodos clasicos de variable compleja. Consideremos
la funcion

ei 2z B ei22
(Bz=2)+1 9(z-z)(z—%,)

f(2)=

la integral de /" sobre el siguiente circuito (muy popular)

donde z, = % +§ . Para cada R >|zo ,

y apliquemos el teorema de los residuos:

[ f(2)dz+ [ £(2)dz = 27iRES (£ ,,) (*R)



3

El plan, como es habitual, es utilizar el hecho de que el segundo miembro de estas integrales no dependen de
R, mientras que la primera integral del primer miembro

:Rj' cos(2x) dx+i]g sen(2x)

jf( Mz = I Jer—2p 417 T G 1™

—X
—2) +1

__ )j cos(2)2c) dx+ij sen(Z;c) N
24 (Bx=-2)"+1 2 (Bx-2)"+1

+00 +0
. , . . . cos(x)sen(x sen(2x
tiende a un nimero complejo cuya parte imaginaria es 2j de = .[ (2x)

. Bx=2 +c 7@(3x—2)2+c
Resta ver que , Lim, j f(z)dz =0 (es un ejercicio clasico):
l_‘R
4 2iR cos(6)—-2 Rsen(0) 2iR cos(6)-2 Rsen(6)
(z)dz === —_Rie’d6|< j ° Rie"*ld6 =
) O(Re —z,))(Re” - 2,) 29(Re” 2 ) (R - Z,)

e—ZRben(Q) R T —2Rsen(0)d0 *) R e—2Rsen(9)dH R>‘zi‘:‘20‘

J-‘Re’g HRe’g _‘ HZE;[‘R.eZQ ZOHRele (ZO)‘< |R| |ZO|HR| |zo|

Lema

_ LVT 2 Rsen(0) de J()rdanL L _ ju \ 0
= 9(R—|ZO|)2 7 = 9(R—|ZO|)2 2R 18(R—|ZO|)2 RN

(en el paso (*) hemos utilizado la desigualdad , valida para todo par de complejos a # b)

<
la =" Jal-lo

Por lo tanto, tomando limites en (*R) para R——> -+ obtenemos

[S0CD gy [ S0 oriRES[ /2]
2 (Bx=2)"+1 W Gx=2)"+1

El calculo de este residuo es sencillo pues se trata de un polo simple:



ei22 eiZzo ei2(§+§) ; i,,%
(Z_Z )f(Z): — N > — = - :—_e3 3 =
’ 9z -1z,) ° 9Nzy—2Z,) 9'& 6
3
2 2

Por lo tanto,

y entonces

+00

J’ de _1 Tde = Ze_isen(gj

Gx-2+1 29 Gx=2+1 6

—00 —00

cos(x)sen(x) ;. _ 1 j sen(2x) ’x converge absolutamente si ¢ > 0 y diverge

Respuesta 1: La integral Imdx =3 Gx—2) +c

¢ cos(x)sen(x) , _ : (ij

en todo sentido sic=0. Parac=1, es .[ 5 = e 3sen
2 (Bx-2)"+1 6

—00 —00

2. Considerar la distribucion de temperatura en estado estacionario en una placa plana y homogénea ubicada
en la region D = { (x,y)eR:x*+y* <1, x> 0} , sabiendo que la temperatura tiene valor constante 1 sobre

la parte del borde de D coincidente con circunferencia y que es igual a 0 en la parte correspondiente al
segmento de recta vertical. Describir el sistema matematico que lo modela y representar graficamente. Hallar
la distribucion u de la temperatura en el interior de la placa y explicar por qué allies 0 <u(x,y)<1.

Resolucion: La distribucion de temperaturas, en funcidon de las coordenadas cartesianas x € y, es la funcion u
que satisface la ecuacion de Laplace en el interior de D, toma el valor constante 1 en la semicircunferencia
Cz{(x,y)eiR2 X+’ =1,x>0} y es nula en el segmento I:{(x,y)eiR2 :x:O,—1<y<l}. En los
puntos (0,-1) y (0,1), u tiene discontinuidades de salto finito. Dado que se trata de un problema de Dirichlet

en el plano con condiciones de contorno seccionalmente constantes, podemos utilizar el método de la
transformacion conforme estudiado en el curso.



-
i
z——z'=z-i
I C
0
- r c’
-2i
Z' ;Z": — 1
LA
Iz
o
i2 c”
Z”—)sz"—i: L1
2 z—-1 2
w
I
Arg(w)
c

Ahora, buscamos u en la forma u = adrg(w)+b y determinamos las constantes de manera que se verifiquen
las condiciones de contorno:

()EnC” b=1

(2)En I’ a%er:O

Resulta inmediatamente que u = _2 Arg(w)+1, es decir:
/4



1 i
2 1 2 Im( -‘_2j
u:——Arg( '—EJJrl:——arctan # +1 (*1)
z—1i

(por favor, no confundir argumentos con arcotangentes....) Observemos que aqui podemos utilizar la funcion

i . 7T
arcotangente pues el argumento de w= —— varia entre 0y 3" Se puede completar la cuenta para

z—1
obtener la forma explicita de # como funcion de x e y, es decir: de la parte real y de la parte imaginaria de z.
Hagamos las cuentitas:

1 i z+i i x —y+1 1). x —2y+2-[x"+(y-1°].
ST ST 2 AT 2 > T =2 2 AT 2 > T 2 2 l
z—i 2 |Z—i| 2 x+(-1 x+(-D)" 2 x+(y-1 2[x"+(y—=17]
x —2y+2-x*—-y*+2y-1, x 1-(x*+y%) .
= + 1= + 1
X+ (y-1° 2x* +(y-17] (=D 2 +(y-17]
Por lo tanto:
22
u(x,y)= —zarctan(ﬂj +1 (*2)
T 2x

Para comprobar que 0 <u(x,y) <1 en el interior de la placa, basta aplicar el Principio del Mddulo Méaximo
par armonicas. Desde luego, también se puede utilizar la forma explicita (*2) y un hecho conocido desde

nuestra mas tierna infancia: V¢ > 0:0 < arctan(¢) < S Pero el principio mencionado nos permite responder la

pregunta sin necesidad de calcular la solucion.

Observacion: Es muy sencillo comprobar que, efectivamente, u satisface las condiciones de contorno
requeridas. Es mas engorroso verificar que u es armonica calculando su laplaciano. Pero sabemos que u es

armonica por ser la parte imaginaria de una funcion holomorfa f(z)=1i— ELog(# — éj (ver (*1))
V4

3. Sabiendo que Zan cos(nz x) es el desarrollo trigonométrico de Fourier en [-1,1] de
n=0

o= {xsen(37zx)+ 3 i |x| <4

xsen(2mx)+2 si < |x| <1

0 o0 o0 0
calcular ay, Zan , Z(—l)”an yZ(—l)”a2n . (Es la serie Zan cos(nz x) uniformemente convergente en la
n=0 n=0 n=0 n=0

recta real?



Resolucion: La funcion fes par, como puede verse directamente en su definicion, y la serie Zan cos(nrzx)

n=0
es la serie de Fourier 4 + z A, cos(nr x) de la extension 2-periddica de f. Indiquemos con ]7 esta extension.
n=0
Es decir:
A 1 - 1 1 - 1
a, = 70 = j £(6)do =2 j f(O)dO y a =A = j F(6)cos(nz0)do =2 j £(0)cos(nz0)do
-1 0 -1 0

Célculo de ao:
1 3 1
a, = ZJ- f(@)do =2 .[[xsen(37rx) + 3]dx + J-[xsen(Zﬂ'x) +2]dx | =
0 0 hs

x:% x=1
(— icos(37zx) + —sen(3zzx)j + (— icos(27zx) + —sen(2zzx)j =
3z Or =0 2r 4r

-1
X=3

1 1 1 1 3

o7’ 2z E: oz 4rx

Ahora, veamos si 7 es seccionalmente de clase C!, para poder aplicar el Teorema de Dirichlet sobre

convergencia puntual de series de Fourier. Dada la periodicidad y paridad de 7 , basta estudiarla en el intervalo
[0,1], donde coincide con f. Para eso, consideremos las funciones

f:[0,5]—> R, tal que f(x) = xsen(3zx)+3

y [ i3]/ R, tal que f,(x)=xsen(2zx)+2

Es claro que fi es continua en [0,1] y de clase C' en el abierto (0,1), con derivada
1,'(x) =sen(3zx)+3rwxcos(37 x).

Las derivadas laterales en los extremos del intervalo son f,'(0")=0 y f,'(3 )=-1 (es decir: finitas).

Anélogamente, la funcién f, es continua en [1,1] y de clase C' en el abierto (4,1), con derivada
f>'(x) =sen(2zx) + 2w xcos(r x)
Las derivadas laterales en los extremos del intervalo también son finitas: f,' {) =1y f,)(I)=-2x.

Por lo tanto, se verifican las condiciones de Dirichlet para la convergencia puntual de su serie de Fourier.
Observemos que



fE=-t+3=3 F@H=2

Por lo tanto, en el punto x =1, la serie de Fourier de f converge al promedio J(5 +2) =3 . En el resto de los

puntos x del intervalo [0,1], la serie de Fourier de f converge a f(x).

En particular:

3 a, =3 a,cos(nr0) = 4[F(0) + 7(0°)] = /(0) =3

n=0 n=0

i(—l)”an = ian cos(nl) =L (1) + f(1*)]= f(1)=2 (f es continuaen x=1)
i(—l)”azn =a,—a,+a,—..= ian cos(nz ) = L[ f () + fEDN= LG+ fE)]=2

0
Finalmente, si la serie Zan cos(nmx) fuera uniformemente convergente (en la recta real), seria
n=0

uniformemente convergente a f (pues la convergencia uniforme implica la convergencia puntual). Pero esto

es imposible, pues f no es continua y el limite uniforme de funciones continuas es continua (uno de los

teoremas de Weierstrass; en este caso, las funciones continuas son las sumas parciales de la serie). Atencion:
insistimos una vez mas en que la continuidad de una funcion periddica no garantiza la convergencia (ni puntual
ni mucho menos uniforme) de su serie de Fourier. Lo que el teorema de Weierstrass permite afirmar es la

reciproca: si la serie converge uniformemente a f , entonces f es continua.

2
8—u()c,z‘) =a—u(x,t)+g(x) —wo<x<+40 ,1>0
ox? ot
4. Resolver: X
M(X,O):m — 0 < X < +00

introduciendo sobre g las hipotesis necesarias. Indicar, si corresponde, toda condicion adicional supuesta sobre
la funcion incognita.

Resolucion: Vamos a suponer, para comenzar, que g admite transformada de Fourier y que ademas verifica
las hipotesis del Teorema de Inversion. Lo mismo para u respecto de x (y para todo ¢) y para sus derivadas
parciales involucradas en la ecuacioén diferencial. Aplicando la transformacion de Fourier a la ecuacion

obtenemos (utilizando propiedades conocidas) — w’i(w,t) = a@—’;(a),t) + ¢(w) paratodo w e R ytodot>0.

A

Equivalentemente, @’i(w,t)+ %(a), 1)+ g(w)=0. Resolvemos:



w#0

o i(w,t) + %(w’ D+8@)=0 < & h(w,l)+e” %(w,t) +e” g(w)=0 <

8 2 1 2
o —| e u(w,t)+—€ g(w) |=0.
at( (@,1) e g( )j

Este ultimo paso vale para @ # 0, obviamente. Puesto que la ultima igualdad se verifica para todo > 0 (y
todo w # 0), existe una funcién a(w)(constante respecto de #) tal que

e'wza(m,t)+i2e'wzg(w):a(a)) , w0 ,t>0.
w

Es decir: i(w,t) = a(w)e™ —&?) , w#0 ,1t>0.
)

g(w)

Para t——0+, u(®,0)=a(w)-="5~= i;(a)) , la transformada de Fourier de #/(x)= W (por la
@ +Xx
condicién inicial del problema: si #(x,t) = j u(x,t)e"“dx , es ii(x,0) = j u(x,0)e” " dx = j h(x)e ““dx ). Por
lo tanto, a(w) = g(c;)) + ﬁ(co) y entonces
@
u(w,t) = (&?) + ﬁ(a))je"”2 —&i)) = }Al(a))e”’”2 + ¢() ¢ 2_1 , w#0 ,t>0.
@ @

Ahora bien, paratodo o #0 ,¢>0es

—tw
e

1
=—|l1-to’ + L0 -Lre’ +.. -1 |=—t+ 110’ - LPo* + ...

donde el ultimo miembro es una serie absoluta y uniformemente convergente en todo el plano de las variables
wyt.

Aplicando el Teorema de Inversion:

u(x,t) = %vp jﬁ(a), e dow = ivp j (hA(a))e’”2 - g(w) ¢ (02_ lJe""”‘da; =

—tw?

1 +OO;\ 5 ) 1 +00 e _1 )
=—vw | (@)™ "“do-— —vwp | o(w e“dw
> p_L () > p_L &o)—
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donde fz(a)) = jmdx.

, . . | o+ ., . .
Obsérvese que el primer término, u,(x,t) = 2—vp j h(w)e " "“*dw eslasolucion de la ecuacién homogénea
V4
-0

(con la misma condicion inicial)

2
a—u(x,t)za—u(x,t) —o<x<+40 ,1t>0
Ox? Ot
M(X,O):ﬁ —0 < X <+

.. 1 7. e -1 o ., .,
y que el segundo término, up(x,t):—z—vp j g(w) —e“dw es la solucién de la ecuacion no
Tl @

homogénea con condicidn inicial nula:

Zu
ox?

u(x,0)=0 — 0 < x < +®©

(x,t)zg—btl(x,t)Jrg(t) —wo<x<+00 ,t>0

5. Resolver para ¢ > 0, usando transformada de Laplace:

{x' () =3x(t) + 4y(t) + cos(t)
V() =x(t)=3y(t)+(H * H,)(?)

con condiciones iniciales nulas, siendo / la funcion de Heaviside y H,(¢) = H (¢ —1) para todo ¢.

Resolucion: Indicando con X(s) e Y(s) las transformadas de Laplace de x e y, tenemos (utilizando

propiedades muy conocidas):

=0

—— s
sX(s)—x(0+)=3X(s)+4Y(s)+

SHL Re(s)>0
SY(5) = p(04) = X(5) = 3¥(s) -+ £
S S

=0

Acomodando un poco

N

(s—3)X(s)—-4Y(s)= T

—X(s)+ (s +3)Y(s) =%

2
N



y despejando, obtenemos

2S _4
det| * 3 3
DERY 1 s(s+3) 4e”’
X(s)= =7 (2 )+ 2
s—=3 -4 s° =13\ s°+1 S
det
-1 s+3

s=3 -
det . gt
- ey 1 s—3)e "’ K
Y(s)= s =— ( ) +—
s—=3 -4 s°—13 s s°+1
det
-1 s+3

Descomponiendo las fracciones convenientemente (resumimos las cuentas):

1 (S(S +3) N 4e”° j _

s2—131 s*+1 s?

3 s 13 1 3 s 1 1
A2 T Tt TA 2 a2
14s°—-13 145 -13 145 °+1 14s°+1 13 s

X(s)=

—S

4¢° 4 e
t 2
1357 —-13

s =13\ s? +1 S
1 s 1 s° e’ 3¢’ 3 se’
=T 2 T2 += 1A T, 2
14s°—13 14s°+1 s °—13 13 s 13s°—13

Y(s)= 1 (S +(S_3)e_SJ:

Abhora, utilizando una tabla bésica de transformadas de Laplace, obtenemos:

x(f) = %cosh(\/ﬁ HH () + %senh(x/ﬁ OH(t) - %cos(t)H(t) +

1 4 4
o sen(OH) = (= DH -1+ msenh(x/ﬁ (t—1)H(t 1)

1 1 1
Y(t) = ﬁcosh(\/ﬁ OH (1) = cos(H (1) + ﬁsenh(\/ﬁ (t—1))H(t - 1)

3 3
+BH(t -1 —Ecosh(\/g(t -D))H(E-1)




