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Análisis Matemático III.
Examen Integrador. Segunda fecha. 18 de febrero de 2022.

Justificar claramente todas las respuestas. La aprobación del examen requiere la co-
rrecta resolución de 3 (tres) ejercicios

Ejercicio 1. Determinar todos los valores c ∈ R⩾0 para los que la integral impropia
∞∫

−∞

cosx senx

(3x− 2)2 + c
dx converge. Calcular su valor en el caso c = 1.

Ejercicio 2. Considerar la distribución de temperatura en estado estacionario en una
placa plana y homogénea ubicada en la región D = {(x, y) ∈ R2 : x2+y2<1, x>0}
sabiendo que, la temperatura es igual a 1 sobre la parte de la frontera coincidente con
la circunferencia y es igual a cero sobre la parte correspondiente al segmento vertical.
Describir el sistema matemático que lo modela y representar gráficamente. Hallar la
temperatura en el interior de la placa y explicar porqué alĺı 0 < u(x, y) < 1.

Ejercicio 3. Sabiendo que
∞∑
n=0

an cos (nπx) es el desarrollo trigonométrico de Fourier

en [−1, 1] de

f(x) =


x sen (3πx)+3 si |x|<1/2

x sen (2πx)+2 si 1/2⩽ |x|⩽1
,

calcular a0,
∞∑
n=0

an,
∞∑
n=0

(−1)nan y
∞∑
n=0

(−1)na2n. ¿Es la serie
∞∑
n=0

an cos (nπx) unifor-

memente convergente en la recta real?

Ejercicio 4. Resolver: uxx=ut+g(x) −∞<x<+∞, t> 0

u(x, 0)=
1

(x2+1)2
−∞<x<+∞

introduciendo sobre g las hipótesis necesarias. Indicar, si corresponde, toda condición
adicional supuesta sobre la función incógnita.

Ejercicio 5. Resolver para t > 0, usando transformada de Laplace:{
x′(t)=3x(t)+4 y(t)+cos t
y′(t)=x(t)−3 y(t)+(H ∗H1)(t)

con condiciones iniciales nulas, siendo H la función de Heaviside y H1(t) = H(t− 1).
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1. Determinar todos los valores 0c para los cuales la integral impropia dx
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Calcular su valor en el caso c = 1.  
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Las integrales I y III son absolutamente convergentes, como puede verse fácilmente con la acotación 
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La función h es continua en toda la recta y por lo tanto es integrable en el intervalo ],[ 3
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Cuando  0  y  0 . Obsérvese que tampoco existe el límite para    0 , es decir: f 
tampoco es integrable en el sentido del valor principal 
 

Resumiendo: la integral dx
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Se trata de una típica integral calculable mediante los métodos clásicos de variable compleja. Consideremos 
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El plan, como es habitual, es utilizar el hecho de que el segundo miembro de estas integrales no dependen de 
R, mientras que la primera integral del primer miembro  
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(en el paso (*) hemos utilizado la desigualdad 
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El cálculo de este residuo es sencillo pues se trata de un polo simple:  
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Respuesta 1: La integral dx
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2. Considerar la distribución de temperatura en estado estacionario en una placa plana y homogénea ubicada 

en la región  0,1:),( 222  xyxyxD  , sabiendo que la temperatura tiene valor constante 1 sobre 

la parte del borde de D coincidente con circunferencia y que es igual a 0 en la parte correspondiente al 
segmento de recta vertical. Describir el sistema matemático que lo modela y representar gráficamente. Hallar 
la distribución u de la temperatura en el interior de la placa y explicar por qué allí es 1),(0  yxu .  

 
Resolución: La distribución de temperaturas, en función de las coordenadas cartesianas x e y, es la función u 
que satisface la ecuación de Laplace en el interior de D, toma el valor constante 1 en la semicircunferencia 

 0,1:),( 222  xyxyxC  y es nula en el segmento  11,0:),( 2  yxyxI . En los 

puntos (0,-1) y (0,1), u tiene discontinuidades de salto finito. Dado que se trata de un problema de Dirichlet 
en el plano con condiciones de contorno seccionalmente constantes, podemos utilizar el método de la 
transformación conforme estudiado en el curso.  
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Ahora, buscamos u en la forma bwaArgu  )(  y determinamos las constantes de manera que se verifiquen 

las condiciones de contorno:  
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(por favor, no confundir argumentos con arcotangentes….) Observemos que aquí podemos utilizar la función 
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Para comprobar que 1),(0  yxu  en el interior de la placa, basta aplicar el Principio del Módulo Máximo 

par armónicas. Desde luego, también se puede utilizar la forma explícita (*2) y un hecho conocido desde 
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Observación: Es muy sencillo comprobar que, efectivamente, u satisface las condiciones de contorno 
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armónica por ser la parte imaginaria de una función holomorfa )(zf 





 




2
12 i

iz
Logi


 (ver (*1)) 

 
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

3. Sabiendo que 
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Resolución: La función f es par, como puede verse directamente en su definición, y la serie 
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Ahora, veamos si f
~

 es seccionalmente de clase C1, para poder aplicar el Teorema de Dirichlet sobre 

convergencia puntual de series de Fourier. Dada la periodicidad y paridad de f
~

, basta estudiarla en el intervalo 

[0,1], donde coincide con f. Para eso, consideremos las funciones  
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Es claro que f1 es continua en ],0[ 2
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Las derivadas laterales en los extremos del intervalo son 0)0('1 f  y 1)(' 2
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Por lo tanto, se verifican las condiciones de Dirichlet para la convergencia puntual de su serie de Fourier. 
Observemos que  
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 Finalmente, si la serie 
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n xna   fuera uniformemente convergente (en la recta real), sería 

uniformemente convergente a  f
~

 (pues la convergencia uniforme implica la convergencia puntual). Pero esto 

es imposible, pues f
~

 no es continua y el límite uniforme de funciones continuas es continua (uno de los 

teoremas de Weierstrass; en este caso, las funciones continuas son las sumas parciales de la serie). Atención: 
insistimos una vez más en que la continuidad de una función periódica no garantiza la convergencia (ni puntual 
ni mucho menos uniforme) de su serie de Fourier. Lo que el teorema de Weierstrass permite afirmar es la 

recíproca: si la serie converge uniformemente a f
~

 , entonces f
~

 es continua.  
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4. Resolver: 
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introduciendo sobre g las hipótesis necesarias. Indicar, si corresponde, toda condición adicional supuesta sobre 
la función incógnita.  
 
Resolución: Vamos a suponer, para comenzar, que g admite transformada de Fourier y que además verifica 
las hipótesis del Teorema de Inversión. Lo mismo para u respecto de x (y para todo t) y para sus derivadas 
parciales involucradas en la ecuación diferencial. Aplicando la transformación de Fourier a la ecuación 

obtenemos (utilizando propiedades conocidas) )(ˆ),(
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Este último paso vale para 0 , obviamente. Puesto que la última igualdad se verifica para todo t > 0 (y 
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donde el último miembro es una serie absoluta y uniformemente convergente en todo el plano de las variables 
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5. Resolver para t > 0, usando transformada de Laplace:  
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Resolución: Indicando con )(sX  e )(sY  las transformadas de Laplace de x e y, tenemos (utilizando 

propiedades muy conocidas):  
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Acomodando un poco  
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y despejando, obtenemos  
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 Descomponiendo las fracciones convenientemente (resumimos las cuentas):  
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Ahora, utilizando una tabla básica de transformadas de Laplace, obtenemos:  
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